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CHAPITRE 4

Généralités sur les fonctions
numeriques

4.1 Fonction majorée — Fonction minorée — Fonction bornée

Activité 4.1. Soit la fonction f définie par : f(z) = 222 — 4z + 1.
En utilisant la forme canonique du trindéme f, montrer que : (Vx € R); f(z) > —1.

Activité 4.2. Soit la fonction A définie par :

x

h:R— R, T ————.
1+ |z

1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction h et étudier sa parité.

2. Construire la courbe de la restriction de h sur [0, 400, puis construire C'.
3. Montrer que : (Vz € R); h(z) < 1et (Vo € R); h(z) > —1.
4

. La fonction h admet-elle un maximum absolu ?

Solution.

Définition 4.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que :
— f est majorée sur I s’il existe un réel M tel que (Vx € I): f(z) < M.
— f est minorée sur I §'il existe un réel m tel que (Vo € I): m < f(x).

— f est bornée sur I s’il existe des réels M et m tels que (Vz € I) : m < f(x) < M.
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4.1 Fonction majorée — Fonction minorée — Fonction bornée

Exemple 4.1. On considére la fonction f:x — 1 — %

— f est majorée sur ]0; +oo[ par 1. En effet, (Vz €]0;400) : f(z) —1=—2 et -1 <0
pour tout x €]0; +00|.

— f est minorée sur | — oo; 0[ par 1. En effet, (Vo €] —00;0) : f(z) —1=—-Let -1 >0
pour tout x €] — 00;0].

Application 4.1. On considére f la fonction définie par f(x) = 2;33%
1. Déterminer D¢, I’ensemble de définition de f.
2. Montrer que (Vo € Dy) : f(x) < 3.
3. Montrer que (Vz € Dy) : f(x) > 2.

4. En déduire que f est bornée sur Dy.

Solution.

Remarque. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et (Cf) sa courbe.

— Si f est majorée par un réel M sur I, alors (Cf) est au-dessous de la droite d’équation
y=M sur [.

— Si f est minorée par un réel m sur I, alors (Cy) est au-dessus de la droite d’équation
y=msur I.

M
=M
Y o
1 /\(Cf)
T3 3 T oN i i 3 4
y=m il
-ZT

Application 4.2. On considére f et g les fonctions définies par : f(x) = 3 — /1 — 2z et
g(z) = Va2 + 4.
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1. Déterminer Dy et D,.
2. Montrer que f est majorée par 3 sur Dy.

3. Montrer que g est minorée par 2 sur D,,.

Solution.

4.2 Fonctions périodiques

Activité 4.3. La figure ci-dessous représente la courbe représentative d’une fonction définie
sur R.

v

1. Vérifier que f(—2) = f(2), f(0) = f(4) et f(1) = f(5).
2. Soit x € R, déterminer la relation entre f(z +4) et f(x).

Solution.

Définition 4.2. Soit f une fonction définie sur D et T un nombre réel strictement positif.
On dit que f est périodique (ou T-périodique) sur D si :
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1. 4+ 7T € D pour tout = de D.
2. f(x+T) = f(z) pour tout = de D.

Exemple 4.2. 1. Les fonctions x — sin(z) et x — cos(z) sont périodiques de période 27.

2. La fonction z — tan(z) est périodique de période 7.

Application 4.3. On consideére les fonctions f et g définies sur R par f(z) = cos?(z) et
g(x) = sin(27z).
Montrer que les fonctions f et g sont périodiques de périodes respectives m et 1.

Solution.

4.3 Comparaison de deux fonctions

Définition 4.3. Soient f et g deux fonctions définies sur le méme ensemble D. On dit que :
— f et g sont égales sur D si et seulement si, (Vx € D) : f(z) = g(z).

— f est supérieure ou égale & g sur D si et seulement si, (Vx € D) : f(z) > g(x) et on
écrit f > g.

Exemple 4.3. Soient f et g deux fonctions définies sur R* par f(z) = =z + 1+ x%ﬂ et

g(x) =z +1.
Ona (Vz eR*): f(z) —g(z) = ﬁ > 0. Donc f > g sur R*.

Interprétation graphique :
Soient f et g deux fonctions et D un ensemble inclus dans Dy N D,,.
— Si f > g sur D, alors (Cy) est strictement au-dessus de (Cy) sur D.
— Si f < gsur D, alors (Cy) est au-dessous de (Cy) sur D.

Application 4.4. On consideére f et g deux fonctions définies sur R par f(z) = 22 — 2z + 1
et g(z) = —2x° + 4z + 1.

1. Etudier le signe de f(z) — g(z) sur R.

www.chokrinouar.com


https://www.chokrinouar.com

Dr. Chokri NOUAR 4.3 Comparaison de deux fonctions

2. En déduire une comparaison entre f et g sur R.

Solution.

Exercice 4.1. Soient f et g deux fonctions définies sur R par leurs courbes ci-contre.

1. Résoudre graphiquement les équations
suivantes :

3 -
— flz) =2
— flz) =0. 2 7 \ (Cy)
— f(z) = g(=). 14 /I \\ y
2. Résoudre graphiquement les inéquations /I \\ /
suivantes : -1= ' 1 2’ 3 4= 5’
! \
— f(z) <2. - \
— g(x) >0. (Cy)
— f(z) > g(x).
Solution.
. 1 . _ .2 _ 2
Exercice 4.2. Considérons les fonctions f(r) = 2° — 2z et g(z) = 5

1. Résoudre dans R I"équation f(x) = g(x).
2. Construire les courbes Cy et Cj.

3. Nous définissons le réel Sup(a, b) par : Sup(a,b) = a si a > b. Soit la fonction h définie
par : h(z) = sup(f(x), g(z)).
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(a) Donner une expression de h en fonction de z.

(b) Construire la courbe représentative de h.

Solution.

4.4 Variation d’une fonction numérique et extremums
4.4.1 Monotonie d’une fonction
Définition 4.4. Soit f une fonction définie sur [ et a,b € I :

— f est strictement croissante sur [ si a < b implique f(a) < f(b).

— f est strictement décroissante sur I si a < b implique f(a) > f(b).

— f est constante sur [ si a < b implique f(a) = f(b).

4.4.2 Taux de variation d’une fonction

Définition 4.5. Soit f une fonction dont Dy est son ensemble de définition, et I un intervalle
inclus dans Dy. Soient a et b deux éléments distincts de I ; le nombre

— f(b
T = 1S

s’appelle le taux d’accroissement de la fonction f entre a et b.

Propriété 4.1. Soit f une fonction dont Dy est son ensemble de définition, et I un intervalle
inclus dans Dy.

— La fonction f est croissante sur I si et seulement si (V(a,b) € I?)(a # b= T(,4) > 0).
— La fonction f est décroissante sur I si et seulement si (V(a,b) € I?)(a # b = T(qp) < 0).

Démonstration. Montrons 1’équivalence suivante :
f est croissante sur I <= V(a,b) € I, a # b= Tt(a,b) > 0.

(=) Supposons que f soit croissante sur I.
Cela signifie que pour tous a,b € I avec a < b, on a f(a) < f(b). En particulier, pour a # b, on a :

f(b) = f(a)

fla) < f(b) = — > 0= T¢(a,b) > 0.
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Ce qui prouve que si f est croissante, alors pour tous (a,b) € I? avec a # b, on a Ty (a,b) > 0.

(<) Supposons maintenant que 7 (a,b) > 0 pour tous (a,b) € I? avec a # b. Montrons que
cela implique que f est croissante sur I.

Pour tous a,b € I avec b > a, on a :

ORI
{Tf(a,b) =T hma 20 L ) - fla) > 0= £) > fla).

b>a

D’ou la conclusion que f est croissante sur I.
Pour la deuxieme propriété, on procede de la méme maniere. ]

Exemple 4.4. Soit f la fonction numérique définie sur R* par : f(z) =z +

1. Soient z et y deux éléments distincts de R*. Montrer que :

2. Etudier la monotonie de la fonction f sur les intervalles [2, +oo] et ]0,2].

Montrer que : ¥(z,y) € (R*)? (avec x # y) : f(ziig(y) = mg’cf.

Soient x et y deux éléments distincts de R*. On a :

f@) - @) =t+i-(v+d)

T -y T —y
:E—@/-F%-é
——
T z—-y
_ wy(z—y) +4(y —x)
Ty
_wy(r —y) —4(z —y)
zy(z —y)
_(—y)(y—4) ay—4
zy(z —y) Ty

Etudions la monotonie de la fonction f sur les intervalles [2, +oo[ et ]0,2].

— Monotonie de la fonction f sur l’intervalle [2,+o0[.

Soient x et y deux éléments de [2,4+00[ tels que x # y. On a : x > 2 et y > 2, alors
xy > 4 et comme z # y, donc zy > 4, d’ou zy — 4 > 0. Et comme zy > 0, donc :

f@) = 1) >0 ou =z,y € [2,4o0] et x #y.
r—=y
Ceci signifie que f est strictement croissante sur [2, +0o0].

— Monotonie de la fonction f sur ’intervalle |0, 2].

Soient x et y deux éléments de ]0,2] telsque x #y. Ona: 0 <z <2et 0 <y <2
alors 0 < xy < 4 et comme x # y, donc 0 < zy < 4, d’on —4 < zy — 4 < 0. Et comme

xy > 0, donc :
fx) - f(y)
T—Y

Ceci signifie que f est strictement décroissante sur |0, 2].

<0 ou =z,y€|0,2] etz #y.
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4.4.3 Monotonie et parité

Propriété 4.2. Soit f une fonction numérique et Dy son ensemble de définition symétrique
par rapport a 0, et soit I un intervalle de R et .J son symétrique par rapport a 0 :

— Si f est paire :
— Si f est croissante sur [, alors f est décroissante sur J.
— Si f est décroissante sur I, alors f est croissante sur J.

— Si f est impaire : la fonction f garde le méme sens de variations sur I et sur J.

Démonstration. On suppose que f est paire : soit I un intervalle dans Dy NR™, et J son
symétrique par rapport a 0.

Soient a et b deux éléments de I et a’ = —a, b’ = —b les éléments correspondants dans .J.
s J@) = F®) _ f(-a) — F(-b)
A )
fla) — f(b)

- ﬂ = —Ty (car f est paire).

D’ou la propriété si la fonction est paire.
Pour la démonstration dans le cas ou la fonction est impaire, on utilise la méme procédure.
[ |

Exercice 4.3. Soit f une fonction numérique définie par f(x) = % +

wlg

1. Déterminer Dy. Et étudier la parité de la fonction f.

ab—9
3ab

2. Montrer que pour tous a et b dans ]0; +00[, on a T =
3. Déduire le sens de variations de la fonction f sur [3;+oo] et |0; 3].
4

. Dresser le tableau de variations de f sur Dy en précisant sa valeur maximale et sa
valeur minimale.

5. Soit g une fonction définie par :

X —4 -3 1 3 +4
5

g(x) T _—

Compléter le tableau dans les deux cas suivants : g paire, puis g impaire.

Solution.
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4.4.4 Extremums

a) — Extremums absolus

Activité 4.4. Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = 1+—2$g
Montrer que (Vz € R)(f(z) < f(0)).

Solution.

Définition 4.6. Soit f une fonction numérique dont I'ensemble de définition est Dy.
— On dit que f admet un maximum absolu en a si: (Vo € Dy)(f(x) < f(a)).
On écrit : maxzep, f(z) = f(a).
— On dit que f admet un minimum absolu en « si : (Vx € Df)(f(z) > f(a)).
On écrit : mingep, f(z) = f(a).

b) — Extremums relatifs

Activité 4.5. Soit la fonction g définie sur R par : g(x) = T2

1. Etudier la parité de la fonction g.
2. Etudier les variations de la fonction g sur [0, 1] et sur [1,4ocl.

3. Dresser le tableau de variation de f sur R.

Solution.
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Définition 4.7. Soit f une fonction numérique dont I’ensemble de définition est Dy.

— On dit que f admet un maximum relatif en « s’il existe un intervalle ouvert inclus
dans Dy et qui contient a tel que : (Vo € I)(f(z) < f(w)).

— On dit que f admet un minimum relatif en « s’il existe un intervalle ouvert inclus
dans Dy et qui contient a tel que : (Vo € I)(f(z) > f(w)).

Propriété 4.3. Soit f une fonction dont I’ensemble de définition est Dy, a, b et ¢ trois
éléments de Dy tels que a < b < c et [a,c] C Dy.

— Si f est croissante sur [a, b] et décroissante sur [b, ¢] alors f admet un maximum relatif
en b.

— Si f est décroissante sur [a, b] et croissante sur [b, ¢] alors f admet un minimum relatif
en b.

Remarque.
— Si f admet un maximum absolu en «, alors f(a) est un majorant de f.
— Si f admet un minimum absolu en «, alors f(a) est un minorant de f.

— f(a) est la valeur maximale de f sur un ensemble D, alors cela équivaut a dire que f
admet un maximum relatif en a sur ’ensemble D.

— f(«) est la valeur minimale de f sur un ensemble D, alors cela équivaut a dire que f
admet un minimum relatif en « sur ’ensemble D.

lllustration :

Sur la figure ci-dessus on a : f admet un maximum relatif en « et admet un minimum
relatif en (.

Exemple 4.5. —3 est la valeur minimale de la fonction f : z — 22 — 42 + 1 sur R.
En effet : (Vz € R): f(z) — (=3) = (z — 2)2 > 0 et f(2) = —3.
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c . q 2o T . 4
Exercice 4.4. Soit f une fonction numérique définie par f(z) =z + 7.
1. Déterminer Dy, I'ensemble de définition de f.
2. (a) Calculer f(2).
(b) Montrer que f est minorée par 4 sur ]|0; +oo[. Conclure.

3. Montrer que —4 est une valeur maximale de f sur | — oo;0].

Solution.

4.4.5 Monotonie des fonctions £+ f et k- f

Activité 4.6. f est une fonction numérique de la variable réelle x définie sur 1.
T} est le taux d’accroissement de la fonction f sur 1.

1. Déterminer T} le taux d’accroissement de la fonction h(z) = f(z) + k sur I (avec
k € R).

2. Déterminer T} le taux d’accroissement de la fonction g(z) = k x f(z) sur I (avec
k € R).

3. Donner la propriété obtenue.

Solution.
Calculons T}, :

Soient z et 2/ de I tels que ' # z. On a :

Ty = h(wi,:z,(x/)
_f@)+k=(f@)+k) _ f@) - fE) _
z—z z—a I

Do : T}, = TY.
Conclusion : f et f + k varient dans le méme sens sur I (ont le méme sens de variation
sur I).

Calculons 7 :

Soient z et 2’ de I tels que 2’ # z. On a :

r, = 00 =) _kx S0) ~k xS

_ kx (f(@) = =)

/

:kXTf.

r—x
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D'ou: Ty =k x T}.
Conclusion :

— Si k>0, alors f et k x f varient dans le méme sens sur 1.

— Si k <0, alors f et k x f varient dans des sens opposés sur 1.

Propriété 4.4. Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et & un nombre réel.
— Les deux fonctions f et f 4+ k ont le méme sens de variations sur I.
— Si k> 0, alors f et kf ont le méme sens de variations sur I.

— Sik <0, alors f et kf ont des sens de variations contraires sur I.

Application 4.5. Soit f une fonction définie sur [—4; 4] par sa courbe ci-dessous.
Donner le tableau de variations des fonctions f, f + 2 et —3f.

Solution.

4.5 Image d’un intervalle par une fonction numérique

Définition 4.8. Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

L’ensemble des valeurs de f(x) lorsque x € I est appelé image de 'intervalle I par la
fonction f et on le note par f(I).

Autrement dit :

) ={f(x) [z eI}
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Technique :
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; b].
— Si f est croissante sur [a;b], alors : f([a;b]) = [f(a);
— Si f est décroissante sur [a;b], alors : f([a;0]) = [f (

— Si f change de monotonie sur [a; b, alors : f([a;b]) =
et M la valeur maximale de f sur [a;b].

Exemple 4.6. La figure ci-dessous représente la courbe représentative d’une fonction f
définie sur [—2; 3].

Lorsque x varie sur l'intervalle [—2; —1], f(x) varie sur I'intervalle [0;2]. Donc :

f([=2;-1]) = [0;2].

De méme, on a :

X -4 0 1 2 +00

\
/
\
/

-3 0 —0co

Déterminer ce qui suit :

f(=400) ;5 f(0;1]) 5 f([0;2]) 5 f([=41]) 5 f([L; o).
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Solution.

4.6 Composée de deux fonctions numériques

Activité 4.7. On considére f et g deux fonctions définies par f(x) = —z +5 et g(z) = /x.

1. (a) Calculer f(1) puis g(f(1)).
(b) Calculer f(—4) puis g(f(—4)).
(c) Calculer f(8). Peut-on calculer g(f(8))?

2. (a) Déterminer l'intervalle I tel que g(f(z)) est calculable pour tout z de I.
(b) )

b) Déterminer 'expression de g(f(z)) pour tout = de I.

Solution.

Définition 4.9. g est une fonction définie sur un intervalle J et f est une fonction définie
sur un intervalle I telle que, pour tout z € I, on a f(z) € J.

La fonction composée de f et g dans cet ordre, notée g o f, est la fonction définie pour
tout z € I par :

(g0 f)(x) = g(f(2)).

Remarque.
— 2 € Dgoy <= x € Dy et f(x) € Dy.
— En général, go f # fog.

Exemple 4.7. Soient f : & — z?, définie sur Dy = R, et g : © — 2%, définie sur Dy = R\ {4}.
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— Domaine de définition de la fonction composée go f :

€ Dgoy <= z € Dyet f(z)€ Dy
— zecRetaz?#£4
<— z€R, z# -2etx#2.

Donc Dgof =| — 00; —2[U] — 2;2[U]2; +-00].
— Expression de la fonction composée go f :
On a : Vx €] — 0o0; —2[U] — 2;2[U]2; 00| :

9 212
(90 (&) = 9(7(@)) = 9(%) = 5.
Application 4.6. 1. Soient f et g deux fonctions numériques définies par f(z) = % et
g(x) = 243,

(a) Déterminer Dy, Dy et Dgoy.

(b) Donner I'expression de la fonction g o f.

2. Ecrire la fonction A définie sur Rt par h(z) = g;g sous forme de composée de deux
fonctions.
Solution.

Propriété 4.5. Soient f et g deux fonctions numériques définies respectivement sur les
intervalles I et J tels que f(I) C J.

— Si f et g ont le méme sens de variations, respectivement sur I et .J, alors la fonction
composée g o f est croissante sur I.

— Si f et g ont des sens de variations contraires, respectivement sur I et J, alors la
fonction composée g o f est décroissante sur I.

Démonstration. Soient f et g deux fonctions dont les ensembles de définition respectifs sont
Dy et Dy, et soient I un intervalle de Dy et J un intervalle de Dy tels que f(I) = J.

www.chokrinouar.com 16


https://www.chokrinouar.com

Dr. Chokri NOUAR 4.6 Composée de deux fonctions numériques

Soient a; et az deux éléments de I tels que f(a;) = by et f(az) = by. On a :

(go f)la1) = (go f)(az)

Toor =
gof a1 — ag
_ 9(f(a1)) — g(f(az))
al — ag

_ 9(b1) — g(b2) o by — bo

b1 — b2 a1 — ag
g(b1) —g(b2) _ flar) — f(a2)
bl — bg % al — ag g % !
D’ou la propriété énoncée. n

Exemple 4.8. Soit h la fonction définie sur R par h(z) = iii
h est la composée des fonctions f : x — 2% et g : z % (h=gof).

1. On a que f est décroissante sur | — 0o; 0] et f(] — 00;0]) = [0; +o0].
Puisque g est décroissante sur [0; +o0c[, alors h est croissante sur | — oo; 0].
2. On a que f est croissante sur [0; +oo[ et f([0; +00[) = [0; +0o0].
Puisque g est décroissante sur [0; +o00[, alors h est décroissante sur [0; +o00].

Application 4.7. On considere les fonctions f et g définies sur R par f(z) = 2% — 22+ 1 et
g(x) = -2z + 1.

1. Dresser les tableaux de variations de f et g.

2. Déterminer f(] — oo;1]) et f([1;+o0]).

3. Etudier les variations de la fonction g o f sur | — co; 1] et [1; +oo].

Solution.

Exercice 4.6. On considére les fonctions f et g définies par f(z) = 22 — 2z —1 et g(x) = L2,

¥2
1. Donner Dy, Dy et Dgoy.
Déterminer (g o f)(x) pour tout & € Dgyo.
Dresser les tableaux de variations de f et g.
Déterminer f(] — oo;1]) et f([1;+o0]).

Etudier les variations de la fonction g o f sur | — co; 1] et [1; 4-o00].

SO S
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Solution.

4.7 Représentation graphique des fonctions

f(x)=+vz+a, flx)=ax® et f(z)=FE ()
4.7.1 Représentation graphique de la fonction f(z) = ax®

Soit @ un nombre réel non nul et f : x > ax.

Ona (Vz €R): —z € Ret f(—z) = a(—2)® = —ax’ = — f(2).

Ce qui entraine que f est impaire, donc qu’il suffit de 1’étudier sur RT.
Soient z et y deux éléments de [0; +00[ tels que z < y.

— Sia>0:o0ona
r<y=2°<yl=ar® <ay® (cara>0)= f(z) < fly).

Donc f est croissante sur [0; +oo[, et puisqu’elle est impaire, alors elle est croissante sur
] = 00;0].
D’ou f est croissante sur R.

— Sia<0:ona
r<y=2°<yd=ar®>ay® (cara<0)= f(z)> fly).

Donc f est décroissante sur [0; +o0[, et puisqu’elle est impaire, alors elle est décroissante
sur | — oo; 0].
D’ou f est décroissante sur R.

Si:a>0: Si:a<0:

X —00 0 +o0o X —00 0 +o00

: —— >
-3 21 2 3
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4.7.2 Représentation graphique de la fonction f(z) =+/z +a

Soit a un nombre réel non nul et f: x — /z + a.

On a Dy = [—a;+00].

Soient x et y deux éléments de Dy = [—a; +oo[ tels que z < y.
On a :

r<y=r+a<yta=Vrt+a<y+ta= flr)<f(y).

Donc f est strictement croissante sur [—a; 400].

” / +0o , /
J

v

Application 4.8. On considére les fonctions f et g définies par f(z) = vz + 2 et g(z) = —23,
et soient ((ff) et (Cy) les courbes représentatives respectives des fonctions f et g dans un
repere (O;1;7).

1. Etudier les variations de f et g.

2. Construire (Cy) et (Cy).

3. Résoudre graphiquement I'inéquation v/z + 3 + 2% < 0 sur [~2; +oo].

Solution.

Exercice 4.7. Soient f et g deux fonctions définies par f(x) = 2% — z et g(a:)_)
soient (Cy) et (Cy) leurs courbes respectives dans un repere orthonormé (O;i; j).
1. (a) Déterminer D, puis vérifier que f(2) = g(2).
(b) Représenter les courbes (C) et (Cy).
¢) Déterminer graphiquement f(] — oo; 3]).
(d) Résoudre graphiquement sur [—2; +oo[ I'inéquation 2% — x — v/z + 2 < 0.

2. On considere la fonction h définie sur R par h(x) = Va2 —x + 2.
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(a) Vérifier que (Vx € R) : h(z) = (g o f)(x).

(b) Déterminer les variations de la fonction h sur les intervalles | — oo; 3] et [3; +00]
en utilisant les variations de f et g.

Solution.

4.7.3 Etude de la fonction f(z) = E(x)

Activité 4.8. Soit x un réel. Compléter le tableau suivant en déterminant le nombre entier
relatif p (p € Z) tel que p < z < p + 1.

x| 45]107| =03 —4.1

p

Le nombre entier relatif s’appelle la partie entiére relative du nombre réel x, on
note p = E(x) ou encore p = [z].

Définition 4.10. Soit z un nombre réel. Le nombre entier relatif p qui vérifie p <z <p+1
s’appelle la partie entiére relative du nombre réel z, on note p = E(z) ou encore p = [z].

Exemple 4.9.

Vz € [pip+1]; E(x) =p.
Ve € Z; E(x) ==.

VreR; E(r) <z < E(z)+ 1.
Ve eR, Vk € Z :
E(xz+k)=E(z)+k.
VeeR; z—1< E(z) <z

6. Ci-contre, la représentation graphique de la
fonction x — E(x). :

= 80 =

Propriété 4.6.

S
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Application 4.9. Soit f la fonction définie par f(z) = 2z — E(x).
On consideére les intervalles I}, tels que I, = [k; k + 1] avec k € Z.

1. Déterminer l'expression de f(z) sur .
2. Construire Cy la courbe de f sur Iy = [0;1].
3. Déduire les courbes Cy de f sur Iy = [k; k + 1].

Solution.

4.8 Série d’exercices

Exercice 4.8. Soit f la fonction définie par : f(x) =

1. Déterminer Dy et étudier la parité de la fonction f.

2. Vérifier que : (Vo € Dy); (f(z))> =4+ :c21§4
3. Montrer que pour tout z et y de Dy tel que = # y :
fl@) = fly) _ —16(z+y) 1
z—y (2> =) (* —4)  f(z)+ f(y)

4. Etudier la monotonie de la fonction f sur ]2; +o00| et sur [0;2].

5. Donner le tableau de variations de f sur Dy.

Exercice 4.9. On consideére la fonction f définie par f(z) = z(1 — ).
1. Montrer que pour tout  de R, f(x) < %.
2. En déduire que la fonction f admet un maximum en x =

3. (a) Démontrer que f(z) =1 — (z — 3)*

1
5

(b) Ecrire f comme composée de la fonction carrée et de deux fonctions affines dont
on donnera le sens de variation.

(c) En déduire le sens de variation de f.

Exercice 4.10. Déterminer g o f dans chacun des cas suivants :
1. g(z) =3z +2et f(z) =2% - 1.

2. g(z) = Z et f(z) =22
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3. g(z) =22+ 2z + 1et f(z) =/x.
4. g(z) = L et f(z) = 2;:11.

Exercice 4.11. Soient f et g les fonctions définies par : f(z) = =2z + 1 et g(x) = 1;_21”3.

1. Donner le tableau de variation de la fonction f et celui de la fonction g.

2. Déterminer la monotonie de la fonction g o f sur les deux intervalles : | — oo, 0[ et
10, +o0l.

Exercice 4.12. Soient f et g les fonctions définies par : g(z) = 555 et f(z) = (z + 1)
1. Donner le tableau de variations de la fonction f et celui de g.
2. On pose : Vx € R: h(z) = (go f)(z).

(a) Montrer que Vo € R: h(z) = %.
(b) Déterminer la monotonie de la fonction A sur les intervalles suivants : [—oo; —1]

et [—1; 4o0].

Exercice 4.13. Soient f et g deux fonctions définies par : f(z) = 22 —2z+3 et g(z) = o + 1.
1. (a) Donner les tableaux de variations des fonctions f et g.

(b) Représenter les courbes représentatives (C) et (Cy) dans un repere orthonormé
(07 i? ]) °
(c¢) Déterminer graphiquement g([—1;0]) et g([0; +o0]).
2. Soit h la fonction définie sur [—1;+oo[ par : h(z) =z +4 —2y/z + 1.
(a) Vérifier que : (Va € [—1;+00]); h(z) = (f o g)(z).
(b) Etudier la monotonie de la fonction h sur les intervalles [0; +oo[ et [—1;0] & partir
de celle de f et g. Puis déduire les extremums de h sur 'intervalle [—1; +oo[ 8’ils
existent.

(¢) Montrer que : (Va € [-1;40]); va+1—+/a < %

Exercice 4.14. Soit f la fonction définie sur R par :

V2—lx| ;x| <2
fl@) = —2/z| + 4

) 5 lx] > 2.

1. Montrer que f est paire et que A(2;0) € (Cy).

2. Etudier la monotonie de la fonction f sur lintervalle [0; +oc[ puis donner son tableau de
variations sur R.

3. (a) Montrer que f est minorée par —2 sur R. Est-ce que —2 est un minimum de la fonction
f?
(b) Montrer que f est majorée sur R.

-,

4. Représenter la courbe représentative (Cy) de la fonction f dans un repére orthonormé (O;?; J)

www.chokrinouar.com 22


https://www.chokrinouar.com

Dr. Chokri NOUAR 4.8 Série d’exercices

=2 + . Représenter la courbe représentative (C,)

)

J
6. Soit h la fonction définie sur R** par : h(z) = (f o g)(z).
(a) Déterminer h(x) pour tout x € R**.

5. Soit g la fonction définie sur R** par : g(x)
de la fonction g dans le méme repére (O; i;

(b) Etudier la monotonie de la fonction h sur R** & partir de celle des fonctions f et g.
(¢) Etudier le signe de h.

Exercice 4.15. 1. (a) Résoudre dans R I'équation : 4[\/z] + 1 = z.
(b) Montrer que : (V& € R); [z + 3] = [22] — [2]. En déduire la valeur de la somme suivante :

" [z +2F
-y [W] .
2. Soit f la fonction définie par : f(z) = (x — E(x))(E(x) — z + 2).
(a) Déterminer Dy, 'ensemble de définition de la fonction f.
(b) Montrer que f est périodique de période T = 2.
(c) Calculer f(z) pour tout z € [0;1].
)

(d) Représenter la courbe représentative de la fonction f sur l'intervalle [0;4].

([-] désigne la partie entiére)
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